Musterlosungen zur 2. Testklausur

Aufgabe 1

Nach einem Unfall wird Schadstoff am Grund eines Sees abgelagert, und zwar 2 kg am Tag
des Unfalls, und an jedem weiteren Tag 5 % weniger als am Vortag. Wieviel Schadstoff
wird insgesamt pro Hektar abgelagert?

LOSuNG: Am Tag n werden 2 kg - (19_050)71—1 Schadstoff pro Hektar abgelagert. Das macht
insgesamt
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Schadstoff pro Hektar. O
Aufgabe 2
Gesucht sind Wertebereich und Umkehrfunktion von f : [0, c0[ — R mit
631 — ¥
f(l’) T egx + e

LOsuNG: Es gilt

639[:_690 62:(:_1 ex2_1
f(ill'): 2z z oz :(x) =’ =L
e +e e? +1 er +1
Also steigt f monoton, es ist f(x) > f(0) = 0 fiir alle z und lim,_,,, = co. Also hat f als
Wertebereich [0, oo[. Fiir die Umkehrfunktion gilt

y=flz)=e"-1 = e=y+1 = z=In(y+1),
also f=1:[0,00[ — [0,00[, vy In(y+1). O

Aufgabe 3

Eine Funktion f : R — R heifit ungerade, wenn f(—z) = —f(z) fiir alle x gilt. Wenn f
und ¢ beide ungerade sind, muff dann auch max{f, g} ungerade sein?

LOSUNG: Das ist nicht der Fall, man betrachte f(x) =z und g(z) = 2?, dann gilt

max{f(=2),9(=2)} = max{-2, -8} = -2 # —8 = —(max{2,8}) = —(max{f(2),9(2)}),

das Maximum ungerader Funktionen ist also i. a. nicht wieder ungerade. O
Aufgabe 4
Gegeben sei die Funktion f: [0,1] = R, f(t) = {2%.

i) BEH.: Die Funktion f ist streng monoton steigend.

BEWEIS: Es seien t,u € R, dann gilt
2t 2u

TO =178 <15
t(1+u?) < u(l+t2)
t+ tu? < u + ut?

tu? —ut> <u—t

tu(u —t) <u—t

= f(u)

111l

1



Wegen tu < 1 gilt die letzte Ungleichung genau dann, wenn uv —¢ > 0 ist, d. h. aus t < u
folgt f(t) < f(u). O

i) Es sei x; = %, und fiir n > 1 sei x,41 = f(z,). Man zeige die Konvergenz der Folge

() und bestimme den Grenzwert.

LOsuNG: Wir zeigen mit Induktion, daf3 die Folge beschrinkt und monoton ist: Es gilt
x1 < 1, und aus z, < 1 folgt wegen der Monotonie von f auch z,.1 = f(z,) < f(1) =1,
also ist x,, < 1 fiir alle n (das zeigt insbesondere, da§ die Definition der Folge iiberhaupt
sinnvoll ist, jedes Folgeglied liegt im Definitionsbereich von f !). Weiter gilt
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und aus x,, > x,_1 folgt wegen der Monotonie von f sofort z,,1 = f(x,) > f(x,_1) = Ty;
also steigt (z,) auch monoton und ist somit konvergent.

Sei z := lim,, . x,, dann folgt wegen der Stetigkeit von f

2
r = lim z, = lim z,4; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z) = 1+x 5
n—oo n—oo n—oo n—oo €T

und somit
r(1+2°)=20 <= 2°—0=0 <= z(@ —-1)=s(@+1)(z—-1)=0.

Von den drei Losungen 0, —1 und 1 der Gleichung sind die beiden ersten unbrauchbar,
da wegen der Monotonie von (z,) alle Folgeglieder > 1 sind, der Grenzwert also nicht
kleiner als % sein kann. Somit ist lim,,_, x,, = 1. ]

Aufgabe 5

Fiir welche x > 0 konvergiert die Reihe
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- 7 Hinweis: <~ — oo bei n — oc.

LOsuNG: Die Reihe konvergiert fiir x < 1, denn dann gilt
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wir haben also eine konvergente Majorante. Fiir x > 1 divergiert die Reihe, denn dann
haben wir wegen
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eine divergente Minorante, ihre Summanden gehen nach dem Hinweis nicht gegen 0. [J

Aufgabe 6

Die Funktionen f,g: R — R seien stetig, und f o g sei streng monoton.
BEH.: g ist streng monoton.

BEWEIS: Da die Funktion fog streng monoton ist, ist sie auch injektiv. Damit mufl auch
g injektiv sein, denn sonst gébe es x # y mit g(x) = g(y), also auch fog(x) = f(g(x)) =
flg(y)) = fog(y) im Widerspruch zu Injektivitdt von f o g. Als stetige und injektive
Funktion mufl g aber streng monoton sein. U



Aufgabe 7
BeH.: Fiir alle n € IN gilt /n! > 7. Hinweis: 1 <e < 3.

BEwEIS: Wegen 3 > e gilt
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O
Aufgabe 8
Gegeben sei folgende Matrix
-7 -1 3 4
-6 -2 2 5
A —4 -1 2 2
-8 -1 3 5

i) Man zeige ohne Berechnung des char. Polynoms, daf§ 1 und —1 Eigenwerte von A sind.

BEweEls: FEin A € R ist Eigenwert von A genau dann, wenn A — Al nicht invertierbar
ist. Wir miissen also zeigen, dafl A £ I nicht invertierbar sind: Das ist fiir

8 —1 3 4
6 -3 25
A-I= 4 -1 1 2
-8 -1 3 4

offensichtlich, da die Matrix zwei gleiche Zeilen hat. Bei A + I liefert Subtraktion der
ersten von der dritten und vierten Zeile

-6 -1 3 4 -6 -1 3 4
-6 -1 2 5 -6 -1 2 5
AvI=| 4 132| ™ 2 00 -2 |
-8 -1 3 6 -2 00 2
und in dieser Matrix sind die beiden unteren Zeilen linear abhéngig. U

ii) Man bestimme die Jordan-Normalform von A.

LOsUNG: Wir bestimmen zunéchst die Eigenrdume zu den beiden Eigenwerten:



Ty Ty T3 Iy Umf. HV; T1 Ty Ty T4 Umf. HV, | HV;
8 -1 3 4 0 6 -1 3 4 1 0
6 -3 2 5 1 6 -1 2 5 1] -1
4 -1 1 2 -1 4 -1 3 2 1 0
8 -1 3 4 1 8 -1 3 6 1 0
0 1 1 0] I-2xII 2 6 1 -3 4] (-)xI -1 0
2 -2 1 3| II-I 2 0 0 -1 1| M-I 0 -1
4 -1 1 2 -1 2 0 0 -2| II-I 0/ 0
0 1 1 0]IV-2xII 3 2 0 0 2| IV-I 0] 0
0 1 1 0 2 0 1 -3 2[I-3xII| -1 0
2 -2 1 3 2 0 0 1 -1|(-x1I 0 1
0 3 -1 -4|II-2xII -5 1 0 0 -1] ixII 0/ 0
0 0 0 0] 1IV-I 1 0 0 0 0|IV4II 0/ 0
0 1 1 0 0 1 0 -1[I+3xI| -1 3
2 -3 0 3| M-I 0 0 1 -1 0 1
0 4 0 4| III+1 1 0 0 -1 0] 0
0 1 1 0

2 0 0 0| OH+31II

0 -1 0 1| (=3)xII

0 1 1 0

1 0 0 0] (—3)x0

0 -1 0 1

Wir erhalten
Eig(A,1) =R-(0,1,-1,1)", Eig(A,-1)=R-(1,1,1,1)7,

beide Eigenrdume sind also eindimensional, die JNF von A enthélt nur je ein Jordankéstchen
zu 1 und zu —1. Um die Grofle dieser Késtchen zu bestimmen, miissen wir untersuchen,
welche Hauptvektoren hoherer Stufe es zu diesen beiden Eigenwerten gibt; d. h. wir un-
tersuchen die Gleichungssysteme (A — Iz = (0,1,—1,1)" und (A + Iz = (1,1,1,1)T.
Das geschieht mit denselben Umformungen wie bei der Bestimmung der Eigenrdume, wir
fiigen dem LGS einfach den jweiligen Eigenvektor als rechte Seite hinzu (Spalte HV53).

Dabei zeigt sich, da§ (A — Iz = (0,1, —1,1)7 unlosbar ist — es gibt also zum Eigenwert
1 keinen Hauptvektor zweiter Stufe, das Jordankistchen zu 1 hat Grofle 1 x 1. Wenn wir
unterstellen, daB 1 und -1 die einzigen Eigenwerte von A sind, ist damit ohne weitere
Rechnung klar, dal zu —1 ein 3 x 3-Késtchen gehort. Wir konnen das aber auch leicht
nachrechnen:

Das System (A + Iz = (1,1,1,1)7 ist losbar, eine Losung, also ein HV zweiter Stufe,
ist etwa (0,—1,0,0)7, und auch (A + Iz = (0,—1,0,0)T ist 16sbar, es gibt also auch
noch einen HV dritter Stufe zu —1; damit ist bewiesen, dafl die Matrix A keine weiteren
Eigenwerte hat und ihre JNF so
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aussieht. 0O



