Mathematik I 1. Testklausur 11.12.2006

Aufgabe 1: Bestimmen sie den Zahlenwert (als Formel) fiir die Anzahl der Moglichkeiten
der Auswahl einer zehnelementigen Teilmenge aus der Menge {1,...,100} mit genau zwei
einziffrigen Elementen. (8 Punkte)
Es existieren in dieser Menge genau 9 einziffrige Elemente, aus dieser Menge werden dann
2 FElemente ausgewdhlt; die Anzahl der Moglichkeiten dazu ist (g) Weiter existieren in
dieser Menge genau 91 nicht einziffrige Elemente, aus dieser Menge werden dann 8 Elemente
ausgewdhlt; die Anzahl der Mdglichkeiten dazu ist (981)‘ Insgesamt erhalten wir (g) . (91)

8
als gesuchte Anzahl der Mdéglichkeiten.

Aufgabe 2: Berechnen Sie die Determinante der Matrix A:

1 1 -1 0 2
1 2 3 4 5
A= -1 1 2 0 -1
2 0 -2 0 6
-2 2 5 0 2 (8 Punkte)

Entwicklung nach der 4—ten Spalte und danach Zeilenoperationen mit der ersten Zeile liefert

1 1 -1 2 1 1 -1 2
-1 1 2 -1 0 2 1 1
_(_1)4+24 . — 4.
det(A) = (—=1)""“4 - det 5 0 -2 6 4 - det 0 -2 0 2
-2 2 5 2 0 4 3 6
Wir erhalten weiter mit Hilfe der Sarus-Regel
21 1 2 11 2 11
det(A)=4-det| =2 0 2 | =4-det| 0 1 3 |=4-det| O 1 3 | =8.
4 3 6 01 4 0 01

Aufgabe 3: Man bestimme alle z € R mit x # 9, z # —3 und mit

(22 — 9) (2% + (z — 6)?) _ (x4+(x—6)2)max{9—x, 9—332}'

3 - 9—
v+ 3] S (10 Punkte)

Wegen (z* + (x — 6)?) > 0 fiir alle x € R ist diese Ungleichung dquivalent zu

(22— 9) max{9—x,9—x2}
<
|z + 3| — (9—x)

Wir betrachten den Mazximumsausdruck: max {9 —x,9 — mz} = 9 — x st dquivalent zu

9—x>9—2% also zu 2®> —x = x(x — 1) > 0 und damit zu x € ] — oo, 0] U [1, oo .

Fall x < =3 : und x > 1 mit x # 9: Die Ungleichung ist dquivalent zu

(z—3)(xz+3) _ (22-9) _9—x
—(z+3) |z +3 T 9-=

=1,



also zu —(x —3) = —x +3 < 1, also 2u 2 < x. Es folgt L = ().
Fall =3 < x <0 und x > 1 mit x # 9: Die Ungleichung ist dquivalent zu

(z=3)(z+3) _ (2°-9) L 9w
(x +3) [x+3] — 9—=x

also zu (x —3) =2 —3 <1, also zu x < 4. Es folgt Ly =] — 3, 0] U [1, 4].

=1,

Fall 0 < x < 1: Die Ungleichung ist dquivalent zu

(m—3)(x—|—3):(a:2—9)<9—x2
(x+3) lt+3] — 9—=z

und damit wegen 0 < x <1 zu ((9—2)(x —3) = =22+ 122 — 27 < —2? 49 also zu 12z < 36.
Wir erhalten Ly = [0, 1] und insgesamt L =] — 3, 4].

Aufgabe 4: Gegeben seien

1 -1 2 1 1 —1
o221 13 L , | 1
A= 1 5 _1 1 und v" = ' E Vo= 3
—1 0 1 -2 -2 2

Bestimmen Sie @ € IR mit a # 0, so dass das Gleichungssystem A -z = av! + v? lésbar ist.
Geben Sie in diesem Fall alle Losungen an. (10 Punkte) +

Es gilt av' +v* = (a —1,a+1, 3a—3, —2a+ 2)T. Wir erhalten damit das Gleichungssystem

r1 T9 T3z T4 avt + v?
1 -1 2 1 a—1
2 —1 1 3 a—+1

-1 2 —1 1 3a—3

—1 0 1 —2| —2a+2
1 -1 2 1 a—1
0 1 -3 1| —a+3
0 1 1 2 4a —4
0 —1 3 —1 —a+1 "
1 0 -1 2 2
0 1 -3 1] —a+3
0O 0 4 1 5a — 7
0O 0 0 O0|—-2a+14
1 0 -9 0 —6
0 1 =7 0 —2
0O 0 4 1 3

Es folgt a = 2 und damit x1 = 9x3 — 6, 19 = Tx3 — 2, x4 = —4dx3+ 3, also gilt
L={\-v+wAeR} mitv=(9,7,1-4) undw= (-6, -2,0,3)".

Aufgabe 5: Gegeben sei Matrix A € R*** durch

-3 6 -2 -2
0 1 0 O

-1 _
A7 = 2 =2 1 2
2 —4 2 1



Zeigen Sie, dass A die Eigenwerte 1 und —1 besitzt und bestimmen Sie eine invertierbare
Matrix S, so dass S™'AS eine Diagonalmatrix ist. (12 Punkte)

Wenn A eine Matriz ist, die nur die Eigenwerte 1 und —1 besitzt, Dann ist A invertierbar
mit den gleichen Eigenwerten und Eigenvektoren. Wir berechnen also die Figenvektoren von

A7t 2u den Eigenwerten 1 und —1. Wir lgsen also die Gleichungssyteme (A~ — Iz = 0
und (A1 +1) = 0.

r1 To T3 x4 |0 r1 Tog T3 x40
—4 6 -2 =210 -2 6 =2 =210
0O 0 0 0}0 0 2 0 0/0
2 =2 0 210 2 =2 2 210
2 =4 2 010 2 -4 2 210
0o 2 -2 210 -2 0 -2 =210
0O 0 0 0}0 0 1 0 010
1 -1 0 110 2 0 2 210
0o 2 2 =210 2 0 2 210
0 1 -1 110 1 0 1 110
0O O 0 01/0 0 1 0 010
1 0 —1 210 0O 0 0 0}0
0O 0 0 0}0 0O 0 0 0}0

Im Fall des Figenwertes 1 erhalten wir x1 = x3 — 214, o = x3 — 24; also die Eigenvektoren
vt = (1, 1, 1, O)T, v? = (— 2, —1, 0, 1)T; und im Fall des Eigenwertes —1 erhalten wir

T, = —x3 — T4, To = 0; also die Eigenvektoren v® = (— 1,0, 1, O)T, 4= (— 1,0, 0, l)T.
1 -2 -1 -1
Lo 1 -1 0 0
Damit gilt S = .1 o0 1 o0
0O 1 0 1
Aufgabe 6: Gegeben seien die Matrizen
-3 0 2 2 1 1 -1 0 3 1 -1 =2
B 6 1 -2 —4 B 1 o 1 1 a1 | 4 -1 2 3
A=l 20 1 297 11 o [ WSS 9 0 1
-2 0 2 1 1 1 -1 1 -1 0 0 1
i) Zeigen Sie, dass S~1AS eine Diagonalmatrix ist.
ii) Berechnen Sie die Matrix A2 + A=3 + A1 4 A5, (12 Punkte)
i) Mit v* bezeichnen wir die Spatenvektoren der Matriz S: v* =S¢ fiir k = 1,...,4. Durch
Nachrechnen erkennt man Av' = v', Av? = 02, Av® = —0?, Av' = —v*. Daher ist A
diagonalisierbar mit
1 0 0 O
0o 1 0 0
. ¢-1 _
D:=5"AS = 00 -1 0
0 0 0 -1



ii) Wegen A= SDS™! gilt

A2+ A3+ A+ A = S(D*z+D*i”+D4+D5)S*1

S O O =
S O
o O OO

0 4 4
-4 8 12
0 4 4
0 4 4

Aufgabe 7: Fiir die Produktion der Giiter By, By, B3, By werden die Rohstoffe Ry, Rs,
R3, Ry, Rs verbraucht. In 5 Produnktionstagen fallen die folgenden Produktions— und
Verbrauchszahlen (jeweils in Einheiten) an. Bestimmen Sie die Matrix A = (a;;), die die
Produktion beschreibt. Dabei sei a;; die Zahl der zur Produktion einer Einheit von B;

erforderlichen Einheiten von R;.

TagNr. |1 2 3 4 5 123 4 5
B[l 1112 R |4 5 6 9 11
B,1 213 3 Ry|4 7 5 10 12
By/1 0212 Rild 7 4 9 11
Byl1 31 4 4 Ri|2 32 4 5

Rs|5 7 6 10 13

(8 Punkte)

X sei die Matriz der Produktionsdaten, und Y die Matriz der Verbrauchsdaten:

— =
W O N =
— N = =
Ao
=N W N
~
I
T DN = =

ENJRJUERN BEN I

DN = OO

Ne)

10

11
12
11

13

Es wird also eine Matriz A gesucht mit A- X =Y oder dquivalent dazu mit X7 - AT =Y7T.



Diese letzte Gleichung fassen wir als Geichungssystem zur Bestimmung der Matriz AT auf:

—_
—_ =
—_

—_ =

O R O OO OO OO OO FFINFEDNDO

salso A =

N = DN = O
— = = O
_ o O N
— O = N

_ O O O O N WODNRFINWONRFRE =W

R NN R O N WR WO WINWOTN - = O O O

N = O IR RO B W OO WIKRDND OO

—H O R NFF O W WOLLO WEkElWotOo Wik Ok -

o= N =W WOt W ER|WOT =N OW O oY N ot

O OO R OO H OO ODOHOOOORINR R
OO R R OO RFIFNORNREDNORDNOII BN WN

OO R OO OO O NO R, RFHFRFRPNORFRRFRWWRFNDR

Aufgabe 8: Es sei IK ein Korper, und es seien n € IN und A € IK™*"™ mit A% = 0. Fiir alle
m € IN mit m > 3 und alle A € IK berechne man (A + A)™ mit Hilfe vollstdndiger Induktion
nach m. (10 Punkte)

Es gilt
(M 4+ AP = NPT+ 3N A+ 30 - A%+ A% = N3T + 302 A + 3\A%.

Wir behaupten jetzt (A + A)™ = \"I + (?))\"*IA + (g))\"’zAQ fiir alle n > 3. Fiirn = 3
ist diese Aussage richtig.
n) = n+1): Es gilt wegen der Induktionsvoraussetzung und wegen A® =0

AL+ A" = (A +A) A+ A)" = A+ AT+ () A+ (§)A24%)
= X4 (DA (5)ata
= NI+ (14 ()N A+ (1) + (5))a A
= XU (M)A A (M)At

fiir alle n > 3.



